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lJA IGARA

Istrazivanja
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Teorlja igara

Teorija igara predstavlja matematicku teoriju i metodologiju
koja se koristi za analizu i reSavanje konfliktnih i delimi¢no
konfliktnih situacija u kojima ucesnici imaju suprotstavljene
interese. Razmatranje situacija u kojima dva ili vise
subjekata donose odluke u uslovima sukoba interesa
nazvano je teorijom igara zato Sto tipi¢ne primere ovakvih
situacija predstavljaju razlicite drustvene igre, kao Sto su
sportske utakmice, kartaske igre (poker, bridz, i sl.), Sah, itd.

Da bi koris¢enjem odgovarajuceg matematickog modela
mogli analizirati konfliktnu situaciju, neophodno je izvrsiti
takvo uproscavanje koje omogucava ukljuc¢ivanje u
razmatranje samo najznacajnijih faktora koji uti¢u na
moguci ishod konflikta.
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Osnovna karakteristika teorije igara sadrzana je u
¢injenici da veli¢ina rezultata koji ¢e pojedini igraci
ostvariti u igri ne zavisi samo od njihovog izbora
moguceg pravila ponasanja u igri, vec¢ i od izbora
ostalih igraca. Svaki od igraca unapred poznaje moguce
alternative koje mu stoje na raspolaganju u toku igre,
koje nazivamo njegovim strategijama.

Ukoliko svakom od igraca u igri stoji na raspolaganju
konacan broj strategija, tada se radi o tzv. konacnoj igri.
U suprotnom slucaju, kada broj strategija igraca nije
ogranicen, igra predstavlja beskonacnu igru.



Osnovni pojmovi

Ako samo jedan protivmk moze uticati na ishod dogadaja, 1gra se svodi na
takozvanu igru jednog lica . Na primer, ako igra¢ A ima niz alternativa (strategija) aj,az
N N o

A=(a1,a 2 ,....Eim}:

Sa ishodom (cenom) koji se moze proceniti kao dobit koja ée zavisiti od odbrane
alternative,

C(a;).C(az).....C(am)
Tada se za 1graca A moze traziti optimalna alternativa a* u skupu mogucih alternativa A,
tako da bude 1spunjen uslov

C(a")=C(a;), za1=1, 2, ..,m.



lgre sa dva igraca

Situacija postaje znatno slozenija ako imamo dva igraca koji mogu da uticuna

ishod igre.
Skup mogucih alternativaigraca A je
A=(ajaz,....am),
dok je skup moguéih alternativaza igraca B
E:(b1,b 2 ,....bn),
Tada je 1shod 1gre (dobit) funkcija dve promenjive,
C=C(ai,bj).

[gra odrazava sukob interesa 1 oba protivnika Zzele da 1zaberu optimalne strategije
s obzirom na cenu igre.

U slucaju kada odluke donosi samo jedno lice, a 1shod 1gre se ne odreduje samo
izborom jedne alternative od strane donosioca odluke, tada na 1shod 1gre utiée slucajna
promenljiva 6, tako da je

C=C(a.f).
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Pojam igre sa nultom sumom. Igra se naziva ,igra sa nultom sumom" ako jedan od
igraca dobija onoliko koliko drugi gubi, tj. Zbir dobiti u igri oba igraca je jednak nuli.

Igre dva lica sa nultom sumom nazivaju se antagonistickim igrama. Normalna forma
konacne antagonisticke igre svodi se na neku matrricu A sa brojem redova jednakim
broju strategija igraca 1 i sa brojem kolona jednakim broju strategija igraca 2. Dobit za
%raca 1, ako odabere i-tu strategiju , a igrac 2 odabere j-tu strategiju, definisana je
elementom a; koji se nalazi u i-tomredui j-toj koloni matrice A. Matrica A se naziva
matricom placan]a

Cilj teorije igara je da se egzaktnim matematickim aparatom analizira kontliktna
situacija i odredi razumno ponasanje igraca u toku konflikta, tj. da se odrede optimalne
strategije za svakog od ucesnika u igri.

Optimalna strategija. Pod pojmom optimalne strategije podrazumeva se takva
strategija koja pri viSestrukom ponavljanju igre obezbeduje tom igra¢u maksimalno
moguci srednji dobitak, odnosno, minimalno moguci srednji gubitak.

Pri izboru optimalne strategije polazi se od ¢injenice da je protivnik potpuno razuman i
¢inice sve da nas spreci u ostvarenju cilj. Polaze¢i od ovoga u teoriji igara se formulise
sledeci princip:

Igrac bira soje ponasanje tako da mu dobitak bude maksimalan uz , za njega,
najnepovoljnije delovanje protivnika. Ovaj Ermap, koji diktira svako] strani izbor svoje
najopreznije strategije, racunajuci na, za sebe, najnepovoljnije ponasanje protivnika,
naziva se principom minimaksa i predstavl]a osnovni princip u teoriji igara.

Strategije koje ucesnici u igri biraju na osnovu ovog principa, nazivaju se minimaksnim
strategijama.
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Zadatak 1

Definicija 1gre.
Posmatramo takvu igru gde svaki igrac, nezavisno od drugog igraca, moze da i1zabere
alternative kako je pokazano u sledecoj tabeli

[graci Alternative
[ X1 X2 X3
II V1 2 NE

Dobir 111 funkcija cene igre za 1graca I, koja zavisi od 1zbora mogucih strategija, data je
slede¢im skupom podataka,
C:C(Kh}fﬂ:ﬂr, C:C(Kh}’z):-l, C-:C-(K]_:FE):"q':
CZC(KI,}H )23 - CZC(KI,}’I )ZE, CZC(KI,}@ )23 .
C=C(K3,}’1)=-E, C=C(}:3 ,}F1J=ﬁ, C=C(}:3 ,F3)=8,
Naci resenje 1gre,t). Odrediti:
a) optimalm strategijski par (x1,y7) za koji se jo§ naziva 1 Borel-von
Neumanov strategijski par;
b) naci vrenost matricéne igre.
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Napred definisanu igru moZemo svesti na matri¢nu formu. kako je to prikazano u
narednoj tabeli, gde redovi odgovaraju mogucim strategijama igracal, a kolone mogucim
strategijama igraca II.

Strategija igraca II Minimum
X1 4 -1 -4 -4

=

- — )

‘T o= , 2 2
2.3 X3 3 2 3 2

= &

E =@

w X3 -2 0 8 -2
Maksimum po koloni 4 2 8

Analizom matrice cene igre, igra¢ I utvrduje da ako odabere strategiju x; minimalno sto
¢e da dobije je -4, za strategiju xz. je 2, a ako odabere strategiju x: minimalna dobit je -2.
Igra¢ I ¢ée nastojati da odabere takvu strategiju kojoj odgovara maksimum medu
utvrdenim minimalnim dobitima. U nasem slucaju toje strategija x2 Vrednost dobiti koja
pdgovara strategiji x2, naziva se donjom vrednoscu igre i obelezava se sa @. Pri tome,
imamo da je

@ = maxi min; di =2.



Analizom matrice cene igre, igrac¢ I utvrduje da ako odabere strategiju ysmaksimalno sto
mozeda izgubi je 4, za strategiju yzje 2, a ako odabere strategiju ysmaksimalno §to moze
da izgubi je 8. Igraé II ¢e nastojati da odabere takou strategiju koja odgovara minimumu
medu utvrdenim maksimalnim gubicima po svakoj koloni. U nafem sluéaju to je
strategija y2. Ovako dobijemna vrednost se naziva gornjom vrednoscu igre i obelezava
se [5. Prema tome, imamo da je

f = minj max; aj =2.
Ako je gornja vrednost igre jednaka donjoj vrednosti igre za takvu matri¢nuigru se kaze
da ima sedlo, a reenje igre je u domenu cistih strategija. Drugim re¢ima. ako oba igraca
pronadu bar po jednu strategiju. koja je prema predvidanjima najbolja u odnosuna sve
straategije njegovog protivnika kaZze se da igra za reSenje ima Ciste strategije za
optimalne. Ovo je mogucée samo onda ako matriéna igra ima sedlo. U tom sluéaju
vrednost igre je

v=a=p.

U nasem slucaju, mati¢na igra ima sedlo i optimalne strategije su u domenu éistih
strategija. to su:

I igrac¢-strategija xz
IT igraé-strategija y:
a donja vrednost igre jednaka je gornjoj vrednosti igre, tj.

v=a=§=2.

Element a2 =2 naziva se sedlom matri¢ne igre.
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Zaﬂd atak 2

U jednoj epidemiji je otkriveno prisustvo tri vrste mikroba (M), M> 1 M;). Na
raspolaganju su dve vrste antibiotika (4; 1 42). Antibiotik 4; 1ima verovatnocu unistavanja
mikroba 0.3, 0.4, 0.5 respektivno. Sa druge strane, antibiotik 4> unistava mikrobe sa
verovatnocom 0.2, 0.3 1 0.6 respektivno. Resiti matri¢nu igru.

Resenje. Resavanje zadatka je prikazano u matri¢noj formi slede¢om tabelom .

Mikrobi Minimalni
Matrica placanja _ _ _ prosecni
My | Mz M dobici (meax min)
. e A 0.3 0.4 0.5 0.3
Antiblotici 4; | 02 | 03| 06 0.2
h‘IHkS!lI}H]lIl _prosecni 0.3 0.4 0.6 /
gubicl (min max)

[gra ima sedlastu tacku u polju a;;.
Vrednost igre je

V= max min gz = min max @y = @+ = a1 = 0.3.
P Jooi



Resavanje mesovitih matricnih igara

Kada matrica placanja nema sedlastu tacku, onda se optimalne strategije 1graca 1
vrednosti matric¢e igre odreduju na drugaciji nac¢in. U tom slucaju igra¢ 4 nema ¢istu
strategiju koja b1 mu obezbedila minimalni garantovani dobitak uz racionalno ponasanje
drugog igraca. Analogno, igra¢ B nema jedinstvenu strategiju kojom osigurava gornju
granicu svojih placanja. Zbog toga igraci uvode elemente slu¢ajnosti kod izbora pojedinih
strategija. Oni vie ne biraju po jednu strategiju jednoznacno, ve¢ se odluc¢uju za razlicite
strategije sa razli¢itim verovatnoc¢ama.

[era¢ 4 1ima na raspolaganju m alternativa (strategija) 1 svaku od njih odabira sa
odredenom verovatno¢om. Oznac¢avamo sa

Pl. P2, ooy Pm
verovatno¢e 1izbora pojedinih alternativa aj.as.....an, redom. Ove verovatnoce
zadovoljavaju sledece uslove:

i
pi=0,1=1,2,....m 1 ZPf:l'
=
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Vektor P = (p1, p2. .... pm) nazivamo medovitom strategijom igracda A. Kod ¢iste strategije
jedna od ovih verovatnoca jednaka je 1 a sve ostale su jednake 0. Kod mesovite strategije
najmanje dve od verovatnoc¢a moraju biti pozitivne.

Na sli¢an nadin posmatramo i igra¢a B. On ima na raspolaganju n alternativa
(strategija) i za svaku se odluéuje sa odredenom verovatnoéom. Verovatnoée za izbor
njegovih strategija b1.ba.....bn oznaéavamo sa:

gi. G2, ..., gn.

I ove verovatnoc¢e moraju zadovoljiti uslove
L
g =0, j=1L2....n 1 >g,=1.
=

Vektor O = (g1, q2. .... gn) izraZzava mefovitu strategiju igraca B.

Sada je potrebno da se odredi vrednost matriéne igre. Kada oba igraca
upotrebljavaju meSovite strategije P i (. onda vrednost igre neée odgovarati samo
vrednosti jednog elementa matrice placanja. Igra¢ A ée dobiti iznos ay od igra¢a B samo
ako on odabere i-tu alternativu, aigraé B j-tu alternativu. Verovatnoca da igra¢ 4 izabere
i-tu alternativujednaka je pi, a verovatnoca da igra¢ B izabere j-tu alternativu jednaka je
qi. Prema verovatnoci proizvoda nezavisnih dogadaja, verovatnoca da igra¢ 4 dobije
iznos aj jednaka je pig;. Kada igrac¢ A koristi strategiju P= (p1, ..., pm) a igra¢ B strategiju
Q = (q1.... . gn) srednji dobitak igra¢a 4 (odnosno ocekivani gubitak za igraca B) iznosi

E(P.Q) = iiﬂﬁpﬂj-

i=1 j=1



Vrednost mesovite igre

Igrac A ¢e nastojati da, izborom svoje strategije, uveca ovu vrednost igre, a igrac
B c¢e zeleti da je 8to viSe smanji. Zbog toga, oni ¢e nastojati da izaberu svoje optimalne
strategije. ReSenje igre je par optimalnih strategija. Oznaéimo sa P~ optimalnu strategiju
za igrata 4 i sa Q" optimalnu strategiju za igrac¢a B. Optimalne strategije poseduju
slede¢u osobinu: ako se jedan od igra¢a pridrzava svoje optimalne strategije, tada drugom
igratu ne odgovara da odstupa od svoje optimalne strategije. To znaci da je ispunjen
uslow

E(P. O)<EP. O)<E(F", Q)

za sve moguce vrednosti vektora P i Q. Tada vektori P* i Q" predstavljaju reienje
matriéne igre i predstavljaju optimalne meSovite strategije. Optimalno resenje koje
predstavlja meSovite strategije P* i 0" naziva se jo§ i stratesko sedlo igre, a odgovarajuca
srednja vrednost pla¢anja predstavlja vrednost matriéne igre v, tj.

v=E(F", O°).



Dokazano je kako se reSavanje svake matriéne igre mozZe prevesti u resavanje
odgovarajuéeg problema linearnog programiranija.

U opstem sluéaju, resiti matri¢nuigru znaci odrediti:
a) vektor mesovite strategije za igraca 1.
P=(p1p2,....pn), gde je

pi+pr+..+pn=I;
b)vektor mesovite strategije za igraca II

Q=(g192-...qm) gde je

gitqrt+..gm=1 1
¢)Jvrednost matricne igre koja je definisana slede¢im izrazom

C'::P:sz Z Z Ay Pid -, gde su

=1 j=1
prverovatnoéa izbora I-te Eiste strategije igraca I:
gj-verovatnoda izbora j-te &iste strategije igraéa II;
aij-dobit u igri igraca I u odnosu na igraca II za strategijski par (i.j).
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/adatak 3

U konfliktnoj situaciji uéetvuju dve protivnic¢ke strane. Prvoj na raspolaganju
stoje dve vrste oruzja: Ai1i A2, a drugoj strani dva tipa aviona B11i Ba2. Cilj protivnicke
strane A je d odabere takvo oruzje koje je efikasnije u odnosuna upotrebljeni avion.
Medutim, protivnik nastoji da smanji verovatnoéu pogadanjaizborom pogodnijeg aviona.
Verovatnode za sve kombinacije strategija protivnickih strana date su u narednoj tabeli.
koja predstavlja matricu cene igre, tako da je konfliktna situacija definisana kao
antagonisticka igra.

Bi1 B2
Al 0.4 0.2
A 0.2 0.6

a) naci gornju i donju vrednost matriéne igre;
b) odrediti optimalne strategije i vrednost igre.

Resenje.
a) Donja vrednost igre definisana je izrazom

(r = inax min EI{;
i J

Gde su aijelemeti matriéne cene, koji su dati u tabeli.



Prema tome imamo da je

@1 =min (0.4,0.2)=0.2
J

ar=min (0.2, 0.6) = 0.2
J

Otuda je
@ =max ( a1, @2) max (0,2, 0.2)=0.2

a= 0.2.
Gornja vrednostigre defiisana je izrazom
= min maxay
J i

Prema tome, za date brojne vrednosti imamo da je:

p1= mi._zm([].f-l_. 0.2)
b= misz.:':].z, 0.6)

B= min (1, f)=min (0.4, 0.6)

F=04.
Kako je @ #f matri¢na igra nema sedloi optimalne strategije igrac¢a nalaze seu
domenu mesoviih strategija.



b) Vektor mesovite strategije protivnicke strane A je
P=(p1. p1). gde je p1+p=1,
sto znacdi da ¢e protivni¢ka strana A odabrati strategiju Ai sa verovatnocom pi, a
strategijski izbor Az sa verovatnocom pa.
Vektor mesovite strategije protivnic¢ke strane B je
Q=(qi. q2), gdejeqitqx=1
Vrednost matrié¢ne igre je definisana sledeé¢im izrazom
C(P.Q) = X Z piaiq;
Za dati brojni primer imamo da je
C(P.Q) = 0.4p1q1 +0.2 p1q2+0.2 p2q1+0.6p2q2,
ili moZemo pisati da je
C(P.Q) =p1(0.4q1+0.2 g2)+ p2 (0.2 q1+0.6q2).
Ako je reSenjeigre za igra¢a B u domenu mesovitih strategija. tj.. ako su verovatnoce qi i
2 vece od nule i ispunjavaju uslov mesovitih strategija igrac¢a B, da je qi+qi=1 tada vaze
sledece jednakosti:
C(P.Q)=0.4q:1+0.2 q2,
C(P.Q) = (0.2 q1+0.6q2.
Ovome se dodaje da je qi+q:=1, pri ¢emu se dobijaju tri jednacine sa tri
nepoznate, ¢ije je resenje

qi=2/3 ; q==1/3 i C(P.Q)=1/3.



Ako izraz za C(P.Q) uradimo po verovatnoéama qii qi1 . dobija se
C(P.Q) = q1(0.4p1+0.2 p2)+ q2 (0.2 p1+0.6p2).

Ako je reSenje igre za igraca A u domenu meSovitih strategija . tj. ako su
verovatnoce p1 i p1 veée od nulei ispunjavaju uslov za mesovite strategije igraca A, da je
pi+p>=1, tada vazi:

C(P.Q)=0.4p1 +0.2 p2,
C(P.Q)=0.2 p1+0.6p2)
i kako je pi#+p2=1. dobijaju se sledeéa resenja za p1. p2. 1 C(P.Q)
p1=2/3 : p=1/3 i C(P,Q)=1/3.
Dakle, optimalne strategije su
P=(2/3, 1/3) , Q=(2/3, 1/3),

A vrednost igre je

C(P.Q)= 1/3.



* Zadatak 4

Ako je matricna igra definisana matricom 2x2, pokazati da se komponente
vektora mesovitih strategija mogu srad¢unati na osnovu sledeé¢ih opstih izraza za
komponente vektora I vrednost matri¢ne igre.

Bi1 B>

q1 q2
Aa (171 (]2

P
o i’

pl= (@zz-aiz ) /(an +azxz-(aiz+axu ) );
p2=1-p1

C(P. Q)= anupr +azp2

qi= (C(P, Q) -aiz ) /(an -aiz);
qg2=1-q1.



Matricne igre nx2

Zadatak 5

Konaé¢na antagonisti¢ka igra definisana je matricom cene

B1 B1
A 10 - 4
Az 5 7
As -5 13

gde elementi matrice cene definidu dobit ucéesnika A u igri. u odnosu na uéesnika B.
Odrediti optimalne strategije igraca i vrednost matriéne igre.

ReSenje.
Resenje igre nalazi se u domenu mesovitih strategija, vrednost igre u granicama
a=5=vs [=10.
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U ovakvm slucajevima neophodno je je prvo odrediti vektor optimalne strategije za
igraca B . U tom cilju definiSu se oc¢ekivani gubici za igraca B za svaki mogudi izbor éiste
strategije igra¢ A. Tako imamo da je
C(A1.Q)=10g:-44g:
ClA2,Q)=5q:1+74q:
C(A3,Q)=-5g:+13 g2
Imajuéi u vidu da je gl + g2 = 1, ovaj sistem jednaéina se svodi na sledece
ClA1.Q)=144:-4
ClA2,Q)=7 -24qi
C(A3, Q)=13-184;.
Grafi¢ki prikaz ovo sistema jednacina je dat na slici

12.5

10

0.4 0.8 i 1
-2.5
-5



=

Igra¢ B nastojace da oda bere verovatnocu g1, tako da minimizira maksimalne moguce
gubitke, tj. da ne dozvoli da njegovi gubici budu veéi od vrednosti igre. Otuda igra¢ B
ispituje funkciju f{g:). koja je definisana izrazom

flg)) =max {14 g;—4:7 -2qg1:13-18 q1}

Prema tome. optimalna vrednost ;" odreduje se na osnovu izraza
fiqr)= min { figi)}
Iz grafi¢kog prikaza se vidi da su gi"i f{g2") koordinate tacke preseka pravih
CA.Q)=14q1-4
ClA2.Q)=T7 -2qu
Resavanjem ovog sistema jednacina dobija se da je
g’=11/16 i g2" = 5/16

flgr)= 45/8 = v
polazeci od ovoga mogu se sra¢unai oéekivani gubici

C(A1, Q) =45/8
C(A2, Q) = 45/8
C(A3, Q)=5/8

Imajuéi u vidu opéti izraz za vrednost matriéne igre moze se pisati da je
v=C(P.Q)=LC(AL Q) pi
C(P.Q)=45/8 p; +45/8 p2+ 5/8 ps3
A kako je p; + pz + ps =1, to se mozZe pisati da je
C(P.Q)=45/8pr+45/8(1-p1 -p2)+5/8 p3=45/8 — 40/8 p;3
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Igra¢ A Ce nastojati da odabere vektor mesovite strategije tako da njegov dobitak u igri ne
bude manji od vrednostiigre, tj. sledi da je ps= 0. za igraca i igra se svodi na matricu

cene
Bi1 B1
Al 10 - 4
A 5 7

Cije je resenjeje pr=1/8 a p2=7/8. Prema tome , moZemo pisati da je refenje matri¢ne
igre
P*=(1/8, 7/8, 0)
Q*=(11/16,5/16,0)
C (P, Q°)=45/8



Potrebno je :

a) odrediti optimalne meSovite strategije oba igraca i vrednost igre;
b) kakve c¢e biti optimalne meSovite strategije igraca ako je elemenat ai3 u matrici
cene promeni vrednost, tako da je nova vrednost ovog elementa jednaka 57

Rejenje.

Matri¢na igra nema sedlo i reSenje igre se nalazi u domenu mesovitih strategija. Matriéna
igra ima oblik (2xm). $to znadi da ¢emo prvo traziti vektor meSovite strategije za igraca 1.

tj. trazi se

Gde je

Matricne igre oblika 2xm

U matri¢noj igri stoje na raspolaganju strategije P11 P2, a igra¢u Il Q1. Q21 Qs.
Element aj u marici cene predstavlja dobit za igrac¢a I ako odabere i-tu strategiju a njegov
protivnik odabere j-tu strategiju. Zaigraéa Il ovaj isti elenenat predstavlja gubitak uigri
za odgovarajuci psr strategija. Matrica cene igre data je tabelom:

Q1 Qz Qs
P1 6 5 10
P2 10 20 3

P=(p1.p2)

prip:=11 p~0 za 1=1.2.




Pre svega biée potrebno napisati izraze za oéekivana plac¢anja kada igra¢ I koristi
mesovitu strategiju. aigraé II neki od strategijskih izbora: Q1. Q2 ili Q3. U ovim sluéaju
dobija se da je

C(P.Qi1)=6p;+10p:

CP.Q2)=5p:+20p:2

C(P.Q:)=10p; +3 p:

Pri éemu je p;+ pr=1. Sada kada se u ovim jednac¢inama smeni vrednostza p:=1 - p;
Dobija se novi sistem jednacina

C(P.Q1) =10 - 4 p;

C(P.Q2)=20-15 p;

C(P.Q:)=3+7pi
Zaigraca I odredivanje optimalne mesovite strategije znac¢i da on treba da odredi takvu
vrednost . koja ¢e omogucéiti §to je mogucée vec¢u minimalnu dobit. Ako to analiticki
izrazimo. znaéi da ¢e igra¢ I ispitivati funkciju definisanuizrazom

flp))=min {10-4p; :20-15pn3+7p1}

u intervalu 0<p; <1, pri ¢emu se trazi takvo p;° za koje vazi

flpr) = max f(py)



Da bi odredili funkciju f{p1) moramo grai¢ki prikazati o¢ekivana placanja igraca

IT u funkciji verovatnoée p; koja su definisana prethodnim sistemom jednacina.
20
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Izlomljena linija ABCD predstavlja funkcijuf{p;) sa maksimumomu tacki B. Prema
tome, ta¢ka B odgovara optimalnoj mesovitoj strategiji igraca I. obezbedujuéi mu
najveéu minimalnu dobit, a p;” sraéunavamo trazeéi presek pravih C(P.Q3) i C(P.Q1). tj.
imamo da je

10-4p =3+7pr".
Odakle proizilazi da je

pr=7/11, p" =1-711=4/11
C(P.Q1)=82/11.
Igrac¢ II mora nastojati da odabere svoju mesovitu strategiju tako da ne dozvoliigracul da
ostvari vecu dobit nego sto je dobit
C(P*,Q1)=82/11.



>

Naime, na osnovujednaé¢ina C(P,Q1). C(P.Q2)i C(P.Qs)srac¢unavaju se prose¢na plac¢anja,
pri éemu se dobija

C(P",Q1) =82/11
C(P".Q2) =115/11
C(P",Q:) =82/11
. polazeci od opiteg izraza za vrednost matriéne igre moZemo pisatida je

C(P",Q) =Z:C(P ",Qi)qi

Te prema tome . imamo da je
C(P".Q)=82/11 q1 + 115/11q2 + 82/11 qz ,
C(P*.Q1)=82/11q1 + 115/11q2 + 82/11 (1 - qi -q2) .
C(P",Q1) =82/11 + 33/11q>

Iz poslednje jedna¢ine o¢igledno je da igraé II treba da odabere strategiju =0. Prema tome
optimalna mesovita strategija igraca I1 je

Q' =(q:i ,0.q3)

Sto je ekvivalentnomatri¢noj igri 2x2 sa matricom cene

Q1 Q:
Py 6 10
P2 10 3




* *

Resavajuci ovu matriénuigru dobijamo refenjeza q1 iqs .
gr =711,
g: =4/11.
Vektor optimalne mesovite strategije za igracall je
Q" =(7/11; 0; 4/11)

A vrednost matriéne igre je

C(P".Q7)=82/11.
Ako je vrednost elementa ay = 5 problem se svodi na refavanje nove matricne igre .
Medutim ako na grafiku ucrtamo novo oéekivanoplacanje

C(P.Qs )=5pi+3p:=2p1+3
S obziromda je p;+ p:z=1, te moZemo zakljuéiti da se u ovom slu¢aju funkcija f(p1)
svodinaduzAD ap; ~ je jednako jedinici, §to znaéi da se refenje igre nalazi u domenu
¢istih strategija. tj. matri¢na igra ima sedlo I resenje je
P=(1:0,Q=(0:;0;1)I C(P,Q)=s5.



vanje matricni
primenom linearnoq programiranja

Svaku konaénu antagonistickuigru dva lica sa nultom sumom mozZemo rediti
primenom linearnog programiranja. Kanoni¢ni oblik ove igre je matrica placanja igraca II
uodnosunaigracal.

A=llayll,(i=1,2,..,mj=1,2,..,n)
Gde se indeks i odnosi na strategijske mogucnosti igrac¢a I, a indeksj na strategijske
mogucnostiigraca II.

Ako pretpostavimo da su primenljive svaka od n strategijskih moguénosti igraca I,
odredimo verovatnocée njihovog koriséenja u sklopu optimalne mesovite strategije (ako je
neka od strategijskih moguénosti nekorisna to ¢e odgovarajuca verovatnoca biti jednaka
nuli). Ozna¢imo ove verovatnoée sa p1 p2 _, pm.a vrednostigresa'V. Postoza
optimalnu strategiju oéekivana dobit igrac¢a I ne moze biti manja od vrednostiigre V za
bilo koji strategijski izbor protivnika, ovo matemati¢ki mozemo izraziti sa n nejednacéina

anpr +anp: +. +amipm =V
appr +axp: + . . +tampm=V

alapl + amp? +...+ ammpm =V
sada uvodimo nove promenljive,

x;} =p1i/V, x2=p2/V , ., xm=pm/V



Da bi izbegli moguénost deljenja nulom. moZemo se uvek obezbediti da bude V= 0.
Dovoljno je matricu A transformisati tako da svi elementi novodobijene matrice budu
veci od nule. MoZe se pokazati da ¢e ova transformacijapovecati vrednostigre za

veli¢inu d koja se dodaje elementima matrice A da bi postali veéi od nule.
Kako je
pt +p2 ..t pm =1,
to ¢e zbir novouvedeni promenljivih biti
Xt +x2 +..+xm =1/V,
ako se leva i desna strana nejednacine podeli sa V dobija se novi sistem nejednacina

ajxy +anxr ‘...t amiXm =1
aAprxl +anxy oot amixm = 1

(1)

AnXl +amx2 +...+ amXm = 1

za uvedene uslove sve promenljive x;i su vece od nule.



Kako je cilj optimalne strategije igra¢a I maksimizacija dobiti, to ¢e za ostvarivanje ovog
cilja biti potrebno da se linearna funkeija

f(X)=x1 +x2 +...F xu=1/V 2)
minimizira. Prema tome, optimalna strategija prvogigraca, tj. skup verovatnoca p; = xil’
(i= 1,2, ...m), odreduje se iznalaZzenjem minimuma funkcija f{X)

Za x; veca od nule a da pri tome bude zadovoljen sistem ograni¢enja ( 1 )
Vektor optimalne meSovite strategije igraca I1. tj. skup verovatnoca g;
(j =1, 2, .. .n)moze se pdrediti na slican naéin. Posto za optimalnu strategiju o¢ekivani
gubitak drugogigraca ne moze biti veéi od V pri bilo kojoj strategiji protivnika, to se
mozZe pisati sledeci sistem nejednacina,
Lajgi= V. (i=1,2,..,m). (3)

Na sli¢an naéin . kao u prethodnom sluéaju, i ovde se uvode nove promenljive
yi=gq/ V. (j=12 ..,n
¢iji je zbir
yi +y2 +..+ya =1V,
jer je
q: +qz +...+gm =1,

uslov nenegativnosti promenljivih y;, kao i promenljivig x;u prethodnom modelu, moze
se ostvariti transformacijom poéetne matrice cene igre. Naime ., dodavanjem dovoljno
velikog pozitivnog brojadtakoda A" = A +d . postize se da ¢e vrednost V'=V + d biti
uvek veca od nule, a samim tim postiZe se i uslov nenegativnosti promenljivih xi1 y;.



/ .

Kako optimalna strategija igraca Il ima za cilj minimizaciju gubitaka, to ¢e ovaj ¢ilj biti
postignut maksimizacijom funkcije
HY)=yi+y2+.. +yn=1T

Optimalna strategija igraca II, tj. skup verovatnoéa g; = y; V', mozZe se odrediti
iznalazenjem maksimuma funkeije ®(Y) za yj veée od nule, a da pri tome budu
zadovoljena ograni¢enja koja su definisana sistemom nejednacina (3).
Iz prethodnog razmatranja proizilazi da je

(min) f{X)=(max) (Y )=1/V.
Prema tome, na problem iznalazenja reSenja matri¢ne ige primenom linearnog
programiranja treba gledati kao na resavanje jedinstvenog zadatka LP. gde se na osnovu
reSenja primarnog zadatka odreduje optimalna strategija jednogigraca, a na osnovu
reSenja dualnogzadatka odreduje optimalna strategija dualnog uéesnika uigri. Pri
iznalazenju optimalnih strategija igra¢a treba koristiti ¢injenicu da reSenje primamog
zadatka sadrzi i reSenje dualnog zadatka linearnog programiranja.



Zadatak 7

Naci reSenje matriéne igre, koja je definisana matricom cene

B1 B2
Al 0.2 0.8
Ao 0.7 0.3

Gde suB11 B2 strategijske moguénosti igraca Il. a A1 i A2 strategijske mogucénosti igrac¢a
I. Problem resiti primenom linearnog programiranja



Refenje.
Matemati¢ki model zadatka linearnog programiranja preko koga izraéunavamo vektor
mesovite strategije
P=(p1, p2), gdejepr + p2 =1, pi=0,
Ima sledeci oblik
(min) f{f X) =x1 +x2 =LV
0.2xy +0.7x2 =1
0.8x; +0.3x2 =1
x1 =20, x2 =0

matemati¢ki model zadatka linearnog programiranja preko koga izra¢unavamo vektor
mesovite strategije
Q=(gs.q2).gdeje qi+q=1, q120. @220,
ima sledeéi oblik
(max) HY) =yi1 +y: = 1/V
0.2y; +0.8y2 =1
0.7y +0.3xx =1
vi =0 y2 =20

problem se nadalje moze refavati grafickom metodom.



Zadatak 8

/ .

Dwva decaka se igraju tako $to nezavisno jedan od drugog pokazujujedan. dva ili tri prsta.
Dobit ili gubitak uigri odreduje ukupn broj ispruzenih prstiju. Ako je ispruzeni broj
prstiju paran. onda taj broj ozna¢ava dobit prvog dec¢aka ( u dinarima). a ako je broj
ispruzenih prstijuneparan. onda taj broj ozna¢ava dobit u dinarima drugog decaka.
a) formirati matricuplacanja;
b) naéirefenje matri¢ne igre;

¢) utvrditidali je igra ravnopravna za oba igraca

ReSenje.
Iz definicije zadatka, proizilazi da matrica placanja ima sledeci oblik:
It I I3 Minimum
reda
111 2 -3 4 -3
11> -3 4 -5 -5
I3 b -5 6 -5
Maksimum 4 4 6

kolone




/ |

Donja vrednostigre je @ = -3. a gornja vrdnost igre je 5 =4. Kako matriénaigra nema
sedlo . jer sudonjai gornja vrednostigre razli¢ite, to ne postoje stabilne minimaksne
straegije . Resenje igre treba traziti u domenu mesovitih strategija.
Obzirom da oba ué¢esnika uigri immajuisti broj strategijskih moguénosti —tri. reenje
matriéne igre naci cemo resavajudi sistem jednacina-sistem od ¢etiri jednacine sa éetiri
nepoznate.
Polazeéi od oéekivane dobiti prvog igra¢a u zavisnosti od strategijskog izbora drugog
ira¢a moZemo formiratisledeci sistem jednacina

2p1-3p2 +4ps =V

-3pL +4p2 dps =V

4p1-2p2 +6ps=VF

pt +p2 +p3 =1

U ovom sistemujednacina p1, p2, p3 predstavljajurelativne uéestalosti sa kojima ce prvi
ucesnik vigri upotrebljavati svoje ¢iste strategije (11.1213) , a V predstavlja vrednostigre.
Gornji sistem jednacina reSavamo tako §to iz ¢etvrte jednacine izraéunavamo p3 i dobijeni
izraz za p3 smenjujemo u prethodne tri jednacine. Posle sredivanja dobija se novi sistem
jednaéina

2pp+ip2 + V=4

2pr t9p2 -F=)
Zpt+lip2y +F=6



Na osnovu ovih izra¢unaih vrednosti determonanti odredujemo vrednosti promenljivih:

pi=Di/D=% ;p=D:/D=%; ps=1l-pi-p2=% i V=D3D=0
Ako relativne ucestalosti primene strategija drugog ucéesnika obelezimo sa q1. q2
i q3. moZemo postaviti sledeci sistem jednacina
2q1-3 q2t4qz =V
-3q1 +4q2 -5g3 =V
4q1 -5 q2 + 6q3 =V
qi+q2+q3=l1
Kako je ve¢ odredena vrednostigre V= 0. to nisu potrebne sve ¢etiri jednaéine veé samo
tri. Prema tomeimamo da je
2q1-3 g2 t4qz =V
-3q1 +4q2 -5q3 =V
Qi +q2+qgs=1
reSenjem ovog sistema jednacina dobijamo da je
Q=% :1q=% gz=1
prema tome , optimalne meSovite strategije u¢esnikau igri su:
I:(%.%,%)ill: (%, %, %)avrednost igre je V=0.

Zakljucak je da oba dec¢aka u 50% slucajeva treba da pruze dva prsta, a u 25% slucajeva 1
i 3 prsta. Igra je ravnopravna i o¢ekivana dobit uigri je jednaka nuli.



